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1 Deterministische und zufillige Vorginge

Nehmen wir an, in einer kleinen Population von n = 100 Individuen hat ein neutrales Allel A in der
aktuellen Generation eine Haufigkeit von 0.32.

Wie wird die Haufigkeit X von A in der nichsten Generation sein?
Das koénnen wir nicht genau vorhersagen, denn es hingt vom Zufall ab.
X ist eine Zufallsvariable.
Berechnen kénnen wir aber z.B.:
EX : den Erwartungswert von X,
Pr(X = 0.32) : die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt.

Allerdings miissen wir dazu die Population zunéchst stochastisch modellieren, und das Ergebnis wird
davon abhéngen, wie wir das machen.



Was konnen wir vorhersagen:

e Freier Fall: Falldauer eines Objektes bei gegebener Fallhthe 148t sich vor-
hersagen (falls Luftwiderstand vernachléssigbar)

Deterministische Vorgénge laufen immer gleich ab. Aus Beobachtungen
lassen sich kiinftige Versuche vorhersagen.

Was kénnen wir vorhersagen:

e Wiirfelwurf: Das Ergebnis eines einzelnen Wiirfelwurfes
lasst sich nicht vorhersagen.

e Wiederholter Wiirfelwurf:

Wiirfelt man 600 mal, so wiirde man gerne darauf wetten, dass die Anzahl an Einsern zwischen 75 und 125
liegt.

Die genaue Anzahl lisst sich wieder nicht vorhersagen.

Aber: Eine Aussage iiber die Verteilung ist moglich (die besser ist als reines Raten.)

Empirisch stellt man fest:
Bei Wiederholung eines Zufallsexperiments stabilisieren sich die relativen Hiufigkeiten der moglichen Ergebnisse.
Beispiel:
Beim Wiirfelwurf stabilisiert sich die relative Haufigkeit jeder der Zahlen {1,2,...,6} bei %.
Fazit:

Das Ergebnis eines einzelnen zufilligen Vorgangs
lasst sich nicht vorhersagen. Aber: Eine Aussage tiber die Verteilung ist moglich (die besser ist als reines Raten).

Abstraktionsschritt:
Verwende empirisch ermittelte Verteilung als Verteilung jedes Einzelexperiments!
Beispiel:

Wir nehmen an, dass bei einem einzelnen Wiirfelwurf jede der Zahlen {1,2,...,6} die Wahrscheinlichkeit % hat.

2 Zufallsvariablen und Verteilung

Verkniipfungen von Mengen



Schnittmenge:

Vereinigungsmenge:
UuV={zx:ze€UVvzeV}

(V ist “oder”)

UnNnV={z:zecUAzeV}
(A ist “und”)

Ein Wiirfel werde geworfen, und die folgenden Ereignisse beziehen sich auf diesen einen Wurf:

A = {Das Ergebnis ist 2} Pr(A) = %

B = {Das Ergebnis ist nicht 5} Pr(B)=1- é = %
C = {Das Ergebnis ist kleiner als 4} Pr(C) = % = %
D = {Das Ergebnis ist gerade} Pr(D) = % = %

Wir koénnen Ereignisse mit “und” (Symbol N oder A) oder “oder” (Symbol U oder V) verkniipfen:

cnD = CAD = A
cuD = CvD = B

Wir konnen die vorherigen Ereignisse kiirzer und iibersichtlicher schreiben, indem wir das Ergebnis
des Wiirfelwurfs als Zufallsvariale W schreiben:

A = {Das Ergebnis ist 2} = {W =2}

B = {Das Ergebnis ist nicht 5} = {W #£5} = {W e€{1,2,3,4,6}}

C = {Das Ergebnis ist kleiner als 4} ={W <4} = {W e{1,2,3}}

D = {Das Ergebnis ist gerade} = {W €{2,4,6}}

CAD = {We{l,2,3}}A{We{2,4,6}} = {We{l,2,3}Nn{2,4,6}}
= {W=2} = A

CvD = {We{l,2,3}}v{W e{2,4,6}} = {We{l,2,3}U{2,4,6}}
= {(W=1{1,2,346}} = B

Als Zufallsgrofie oder Zufallsvariable bezeichnet man das (Mess-)Ergebnis eines zufilligen Vorgangs.
Der Wertebereich S (engl. state space) einer Zufallsgréle ist die Menge aller méglichen Werte.

Die Verteilung einer ZufallsgroBe X weist jeder Menge A C S die Wahrscheinlichkeit Pr(X € A) zu, dass X
einen Wert in A annimmt.

Fiir Zufallsgrofien werden iiblicherweise Grofibuchstaben verwendet (z.B. X, Y, Z), fiir konkrete Werte
Kleinbuchstaben.



Mengenschreibweise
Das Ereignis, dass X einen Wert in A annimmt, kann man mit geschweiften Klammern schreiben:

{X € A}

Dies kann man interpretieren als die Menge aller Elementarereignisse, fiir die X einen Wert in A annimmt. Die

Schnittmenge
{XeAin{XeB}={Xe€A XeB}

ist dann das Ereignis, dass der Wert von X in A liegt und in B liegt.
Die Vereinigungsmenge
{X € A}u{X € B}

ist das Ereignis, dass der Wert von X in A liegt oder (auch) in B liegt.
Bei Wahrscheinlichkeiten ldasst man die Klammern oft weg:

Pr(Xe€ A, XeB)=Pr({X € A, X € B})

Beispiel: Wiirfelwurf W = Augenzahl des nichsten Wiirfelwurfs.

§={1,2,...,6} Pr(W=1)=---=Pr(W =6) =+ (Pr(W =z) = ¢ fiir alle # € {1,...,6} ) Die Verteilung
erhdlt man aus einer Symmetrieiiberlegung oder aus einer langen Wiirfelreihe.

Beispiel: Korpergrofienverteilung 20-jahriger Miinchner.

Wihle aus dem Einwohnerregister einen zufilligen 20-jahrigen. Sei K seine Korpergrofie in cm. Dann ist K eine
Zufallsvariable.

Die Verteilung von K ist nicht bekannt, ldsst sich aber aus Stichproben schétzen.

Rechenregeln:
Beispiel Wiirfelwurf W:

PMWG{Z%):%:
— Pr(W = 2) + Pr(W = 3)

4 2 2
Pr(W € {1,2} U {3,4}) = 5576
=Pr(W € {1,2}) + Pr(W € {3,4})
Vorsicht:
2 2 4
Pr(W € {2,3}) + Pr(W € {3,4}) = it5"%
£PH(W € {2,3,4)) = 3
Wir kénnen auch Ereignissen Namen geben:
U = {XeA} V .= {X € B}

= UnNV ={XeAnB}
Falls Ereignisse einander widersprechen, z.B.
U={Xe{1,2}} V={Xe{3,4}}

dann

Unv=0={X e},



wobei () das unmogliche (“leere”) Ereignis ist (das mit dem selben Symbol wie die leere Menge geschrieben
wird).

Ereignisse sind Teilmengen einer Menge 2 von Elementarereignissen. Beispiel: ist X das Ergebnis
eines Wiirfelwurfs, ist der Ergebnisraum

Q= {{X 1 (X =20, {X =3}, {X =4}, {X =5}, {X = 6}}.

e Ist  endlich, wie hier, sind alle Teilmengen U C €2 Ereignisse und Pr(U) = >, Pr(z).
e Fiir unendliche 2 kann es komplizierter werden:

— Pr(U) > 0 is méglich, auch wenn Pr(x) = 0 fiir alle x € U.

— Eskann U C Q) geben, die nicht als Ereignisse zuléssig sind (aus komplizierten mathematischen
Griinden).

e Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ordnet jedem Ereignis U C Q eine Wahrscheinlichkeit Pr(U) zu.

Elementare Regeln fiir Wahrscheinlichkeiten:
e 0 <Pr(U) <1 fiir alle Ereignisse U C Q
e ) und das leere Ereignis @) sind Ereignisse, und Pr(Q2) = 1 und Pr(@) = 0.

e Ist U ein Ereignis, dann ist auch das Komplement (oder “Gegenereignis”) U¢ = Q\ U ein Ereignis
und es gilt
Pr(U¢) =1-Pr(U)

e Sind U und V Ereignisse, so sind auch auch UUV und U NV Ereignisse, und es gilt die Einschluss-
Ausschluss-Formel:
Pr(UUV)=Pr(U)+Pr(V)-Pr(UNYV)

(Falls also UNV =0, dann Pr(U U V) = Pr(U) + Pr(V).)

Beispiel zweifacher Wiirfelwurf (Wi, W2): Sei W1 (bzw W3) die Augenzahl des ersten (bzw zweiten) Wiirfels.

Pr(Wh € {4}, W> € {2,3,4})

= PI‘((W1, WQ) € {(47 2)7 (47 3)7 (47 4)})
. 3 . 1 3

T3 6 6

= Pr(W1 S {4}) . PI‘(Wz S {2,3, 4})

Allgemein:
PI‘(W1 S A7 Ws € B) = PI‘(Wl S A) . PI‘(WQ c B)

fiir alle Mengen A, B C {1,2,...,6}

Stochastische Unabhingigkeit

Definition 1 (stochastische Unabhingigkeit) FEreignisse U und V sind sind (stochastisch) unabhdingig, wenn
gilt

Pr(U,V) =Pr(U) - Pr(V).
Zwei Zufallsgriffen X und Y sind (stochastisch) unabhingig, wenn jedes Ereignis der Art {X € A} von jedem
Ereignis der Art {Y € B} stochastisch unabhingig ist.

Beispiel:



o Werfen zweier Wiirfel: X = Augenzahl Wiirfel 1, Y = Augenzahl Wiirfel 2.
1 1 1
Pr(X =2, Y =5)= g = o« =Pr(X =2)-Pr(Y =5)

“Stochastisch unabhéngig” bedeutet nicht immer, das zwei Zufallsexperimente ganz unabhéngig von-
einander durchgefiihrt wurden. Z.B. beim Ziehen einer Karte aus einem Spiel mit 32 Karten sei
Ereignis A: Die gezogene Karte ist ein Ass
Ereignis O: Die gezogene Karte ist von der Farbe Herz
Dann gilt

1 11
32 4 8
Also sind die Ereignisse A und O stochstisch unabhéngig.

Pr(©,A) = Pr(Q) - Pr(A).

e Bedingte Wahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit des Ereignisses U unter der Bedingung V'

Pr(U|V) := Pli(r((]"/‘)/)

,bedingte Wahrscheinlichkeit von U, gegeben V¢

Daraus ergibt sich also auch:

Pr(U,V)=Pr(V) -Pr(U|V) =Pr(U) - Pr(V|U)

Sei S die Summe der Augenzahlen, d.h. S = W; + W,. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass S = 5 ist, wenn der
erste Wiirfel die Augenzahl Wi = 2 zeigt?

Pr(S = 5|Wy = 2) = Pr(W, = 3)
1 _ 1/36 _ Pr(S=5W;=2)
6 1/6 Pr(wi;=2)

Was ist die Ws von S € {4,5} unter der Bedingung W = 1?7
Pr(S € {4,5}|W1 =1)
< Pr(Ws € {3,4})
2 2/36 Pr(Ws € {3,4}, Wi = 1)

6 1/6 Pr(W; = 1)
_ Pr(S € {4,5}, W1 =1)
o Pr(W1 = 1)

Nun mal umgekehrt: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Wiirfel eine 1 zeigt, wenn bekannt
ist, dass die Summe 4 oder 5 ist?
Pr(Wy =1 S € {4,5}) =7

Zur Erfiillung der Bedingung {S € {4,5}} gibt 7 Moglichkeiten fiir das Wertepaar (W1, Wa):
(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4,1)
Davon sind nur folgenden beiden geeignet zur Erfiillung von {W; = 1}:
(1,3),(1,4).
Mit der Regel ,,Anzahl giinstige durch Anzahl mégliche“ erhalten wir also

e R e




Rechnen mit Zufallsvariablen

Am Beispiel der Summe W; + Wy zweier Wiirfelergebnisse Wy, Wy haben wir gesehen, dass man
mit Zufallsvariablen auch wie mit normalen Variablen rechnen kann. Auch W; + W5 ist wieder eine
Zufallsvariable und es gilt:

Pr(Wy + Wy =k) = > Pr(W, =z, Wy =y)
{(z.9) : o+y=k}

> Pr(Wy=x, Wo=k—x)

In Worten: Pr(W; + Wy = k) ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Wertepaare fiir Wy und W,
die in Summe k ergeben.

Rechnen mit Zufallsvariablen

Sie kénnen Zufallsvariablen auch mit Zahlen multiplizieren. Stellen Sie sich z.B. vor, dass Sie bei
einem Brettspiel die “Speed-Karte” gezogen haben, die Ihnen erlaubt, immer das Doppelte D = 2 - W
der gewiirfelten Augenzahl W voranzuschreiten.

Dann ist D = 2 - W ebenfalls eine Zufallsvariable. Thre moéglichen Werte sind 2,4,6,8,10 und 12, und
D nimmt jeden dieser Werte mit Wahrscheinlichkeit % an.

Anwendung einer Funktion auf eine Zufallsvariable
Wenn man eine Funktion f auf eine Zufallsvariable X anwendet, erhilt man eine Zufallsvariable

Y = f(X).

Als Beispiel stellen wir uns ein Spiel vor, bei dem man, wenn man das Wiirfelergebnis X hat, f(X) =
(X — 3)? Felder vorriicken darf.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass man 4 Felder vorriicken darf, also dass die Zufallsvariable f(X)
den Wert 4 hat (also X den Wert 1 oder 5):

Pr(f(X) =4) = Pr(X € {1,5}) = 1/3.

Um das mathmatisch klar zu fassen, benétigen wir den Begriff Urbild: Fiir eine Menge M ist f~*(M) =
{z : f(z) € M} das Urbild von M unter f, also in Worten: die Menge aller z, die von f auf ein Element
von M abgebildet werden.

Das Urbild einer Menge unter einer Funktion f



\o / Die Funktion f :z+— (z — 3)2 fiir x € {1,2,3,4,5,6}) ist nicht umkehr-
N bar. So ist f~!(4) nicht definierbar, denn es wiire ja auch f(1) = 4 = f(5).
T T T T Etwas anderes ist jedoch f~!({4}). Hier ist mit f~! keine Umkehrfunk-
tion gemeint, sondern die
X Urbildfunktion, die auf Mengen operiert:

714y = {z : fl) e{4}} = {15}

Oder z.B.:

fH0.5,5]) = {z : f(x) €[0.5,5]} = {1,2,4,5}

Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass man 4 Felder vorriicken darf, also dass die Zufallsvariable f(X)
den Wert 4 hat (also X den Wert 1 oder 5):

Pr(f(X)=4) =Pr(X € f7'({4})) = Pr(X € {1,5}) = 1/3
Entsprechend gilt:
Pr(f(X) €[0.5,5]) = Pr(X € f71([0.5,5])) = Pr(X € {1,2,4,5}) = 2/3

3 Die Binomialverteilung

0-1-Zufallsvariablen
Zufallsvariablen, die nur die Werte 0 oder 1 annehmen koénnen, bezeichnet man als

0-1-Zufallsvariablen

oder auch als Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen.
Sei A ein Ereignis, z.B. {Miinzwurf zeigt Kopf} oder {Drosophila hat Mutation fiir weile Augen}.
Dann ist die I4 die Indikatorvariable fiir A die 0-1-Zufallsvariable mit:

I.— 1 falls A eintritt
A=Y 0 falls A nicht eintritt



Der Parameter p = Pr(I4 = 1) = Pr(A) heifit Erfolgswahrscheinlichkeit.
Angenommen, ein Experiment (z.B. Miinzwurf zeigt Kopf) mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, wird n mal un-
abhdngig wiederholt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass es...

1. ...immer gelingt?

2. ...mmer scheitert?
(1-p)-Q=p)---Q=-p=010-p)"

3. ...erst k mal gelingt und dann n — k mal scheitert?
ph(1-p)" "

4. ..insgesamt k mal gelingt und n — k mal scheitert?

n k n—k
pf (1=
<k> p -(1-p)
Erlduterung

(Z) = #’_k), ist die Anzahl der Moéglichkeiten, die k Erfolge in die n Versuche einzusortieren.

Binomialverteilung
Sei X die Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit von jeweils p. Dann
gilt fir k € {0,1,...,n}

Pr(X = k) = (Z)p" (1-p)" "

und X heiflt binomialverteilt, kurz:

X ~ bin(n, p).
probabilities of bin(n=10,p=0.2) probabilities of bin(n=100,p=0.2)
o o
i A EN
. 7N
g
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o
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Mit der Binomialverteilung kénnen wir nun eine unserer anfinglichen Fragen bearbeiten:

Nehmen wir an, in einer kleinen Population von n = 100 Individuen hat ein neutrales Allel A in der
aktuellen Generation eine Haufigkeit von 0.32.

Wie wahrscheinlich ist es, dass die Haufigkeit X von A in der néchsten Generation wieder genau gleich
ist?

Pr(X = 0.32) =7

Dazu miissen wir die Population zunéchst stochastisch modellieren, und das Ergebnis wird davon
abhédngen, wie wir das machen.



Modellierungsansatz
Wir gehen von folgenden vereinfachenden Annahmen aus:

e Diskrete Generationen.

e Die Population ist haploid, d.h. jedes Individuum hat genau ein Elter in der Generation davor.

e Konstante Populationsgréfie von n = 100

Auch dann hingt Pr(X = 0.32) noch davon ab, ob wenige Individuen ganz viele Nachkommen haben
oder alle ungeféhr gleich viele. Um Pr(X = 0.32) brauchen wir eine weitere Modellannahme, z.B.:

e Jedes Individuum wahlt rein zufillig einen Elter in der vorherigen Generation.

“rein zuféllig” bedeutet unabhdngig von allen anderen und alle potentiellen Eltern mit der selben Wahr-
scheinlichkeit.

Aus unseren Annahmen folgt, dass alle Individuen der néchsten Generation unabhéingig von einander
mit der selben Wahrscheinlichkeit von jeweils 0.32 das Allel A haben.

Also ist die Anzahl K der Individuen der nichsten Generation mit Allel A binomial verteilt mit
n =100 und p = 0.32:
K ~ bin(n = 100,p = 0.32)

Es folgt fiir X = K/n:

Pr(X = 0.32) = Pr(K = 32) = (;;) p32. (1 — p)loo—32

100
= < 2 > -0.3232 . 0.68°%® ~ 0.085

Bildquellen
http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Falling_ball. jpg&filetimestamp=20071020133134
[(c) by Michael Maggs]

Was Sie u.a. erkliren konnen sollten
e Konzepte und Schreibweisen: Ereignisse, Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen
e FEinschluss-Ausschluss-Formel

e Wie man eine Funktion auf eine Zufallsvariable anwendet

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Stochastische Unabhéngigkeit von Ereignissen bzw. Zufallsvariablen

Binomialverteilung und (})
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4 Erwartungswert

Beispiel: In einer Klasse mit 30 Schiilern gab es in der letzten Klausur 3x Note 1, 6x Note 2, 8x Note 3, 7x Note
4, 4x Note 5 und 2x Note 6.
Die Durchschnittsnote war

1
7(1+1+1 L2442 4 34...43
30 —— ——

6 mal 8 mal

+ 44 A+ 55545 + 646) = Log—33
N—— 30
7 mal
Mit relativen Haufigkeiten:

3 6 8 7 4 2
1- 2 49. - 43.°2 44.45.—4+6. = =

30 * 30 * 30 + 30 + 30 + 30
Merke: Der Durchschnittswert ist die Summe {iber alle moglichen Werte gewichtet mit den relativen Hiufigkeiten

3.3

Analog zum Durchschnittswert gibt es bei Zufallsvariablen der Erwartungswert.

Definition 2 (Erwartungswert) Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem oder abzihlbarem Wertebereich S =
{z1,22,23...} CR. Dann ist der Erwartungswert von X definiert durch

EX =Y z-Pr(X =z)
zeS

Man schreibt auch px statt EX.
Beispiele:
e Wenn S eine endliche Menge ist und alle z gleich wahrscheinlich sind, so erhilt man die bekannte Formel

Summe der Werte

Erwartungswert = —MM .
Anzahl der Werte

e Ist k; die Hiaufigkeit des Wertes x in einer Gesamtheit der Grofle n, aus der rein zufillig gezogen wird, so folgt:

]EX:ZI.EZEI‘”"%
n
x

n

Definition 3 (Erwartungswert) Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem oder abzihlbarem Wertebereich S =
{z1,22,23...} CR. Dann ist der Erwartungswert von X definiert durch

EX =Y z-Pr(X =z)
zes

Beispiele:

e Sei X eine 0-1-Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]. Dann gilt

EX=1-Pr(X=1)40-Pr(X=0)=Pr(X=1)=p
e Sei W die Augenzahl bei einem Wiirfelwurf. Dann gilt
EW=1-Pr(W=1)4+2-Pr(W=2)+...+6-Pr(W = 6)
=1-442-¢+...+6-3 =215 =35

Satz 1 (Erwartungswert von f(X)) Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem oder abzihlbarem Wertebereich

S. Sei f: & — R eine Funktion. Dann ist der Erwartungswert von f(X) durchE[f(X)] =, ¢ ;s yPr(f(X) =y)
definiert und es gilt

E[f(X)] = ) f(x)-Pr(X =2).

reS

Beispiel: Auf die Augenzahl W bei einem Wiirfelwurf wenden wir die Funktion f(z) = (x — 4)* an. Dann hat
F(W) die méglichen Werte 0, 1, 4 und 9, und nach Definition ist:

E[W — 47 = 3y Pr(f(W) =4) =0+ s+ 15 +4- 5 49 2

Nach obigem Satz kann man aber auch so rechnen:

E(W-4)?=1-4%Lt+02-4":+...+(6-4)> 1

1
6
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Wieso Beweise?

e Besseres Verstindnis fiir das Konzept des Erwartungswerts

Verstédndnis, wieso die Regeln gelten und andere nicht

Regeln nicht auswendig lernen sondern verstehen/herleiten konnen
o Mal wieder Mathe iiben
o Als Wissenschaftler diirfen Sie nichts ohne Beweis/Evidenz glauben!

Beweis von E[f(X)] = >, c s f(z) - Pr(X = 2):

Ef(X)] = > y-Pr(f(X)=y)
y € f(S)
— Y yPX e ({h)
y € f(S)

= Z Z y-Pr(X =x)

ye f(S)zef~({y})

- Y Y @ Px=u)

yef(S)xef~1({y})

= 3@ Pr(X = a)

eSS
(Achtung: f muss nicht umkehrbar sein, denn f~!({y}) ist das Urbild der Menge {y} und damit selbst eine
Menge.)
Rechnen mit Erwartungswerten

Satz 2 (Linearitdt des Erwartungswerts) Sind X und Y Zufallsvariablen mit Werten in R und ist a € R,
so gilt:

e E(a-X)=a-EX

e E(X+Y)=EX+EY

Satz 3 (Nur fiir Unabhingige!) Sind X und Y stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in
R, so gilt
e E(X -Y)=EX - -EY.

Im allgemeinen gilt E(X -Y) # EX - EY. Beispiel:
E(W - W) =9 = 15.167 > 12.25 = 3.5 - 3.5 = EW - EW

Beweis von E(a - X) = a-EX:

Mit f(z) = a - x erhalten wir aus dem zuvor bewiesenen Satz:

E(a-X) = Zf(x)~Pr(X:a:)
= Za-x-Pr(X::c)
= a~Zx~Pr(X::U)
= a-IEIX

12



d
Wenn Y eine Zufallsvariable mit diskretem Zustandsraum S ist, und X eine weitere Zufallsvariable,
so gilt
Y Pr(X =aY=y)=Pr(X=2Y €8) =Pr(X =u1).
yeS
Das werden wir im nachfolgenden Beweises verwenden.

Beweis von E(X +Y) = EX+EY: Wir gehen zur vereinfachend davon aus, dass X und Y den selben Zustandsraum
S haben.

Auch hier wenden wir den Satz wie im vorherigen Beweis an, diesmal mit f( (z,y) ) = = + y. Damit folgt:

E(X+Y)=E(f(X,Y))= > f(z,y) Pr((X,Y)=(z,y))

(z,y)€S2
= ZZ(Q:—I—y)-Pr(X =z,Y =y)
zeS yeS
= ZZx'Pr(X:x,Y:y)JrZZy‘Pr(X:x,Y:y)
zeS yeS yeES €S
= Zx~ZPr(X:1:,Y:y)+Zy~ZPr(X::uY:y)
zeS yeS yeS zeS
= Zx-Pr(X:x)—FZy-Pr(Y:y)
€S yeS
= E(X)+EY)
O
Beweis der Produktformel: Sei S der Zustandsraum von X und Y und seien X und Y (stochastisch) unabhingig.
E(X-Y)
=3 (@ y)Pr(X =x,Y =y)
reS yeS
= Z Z(az -y)Pr(X =z)Pr(Y =vy)
zeS yeS
= ZxPr(X =zx)- ZyPr(Y =y)
zeS yES
=EX -EY-

Erwartungswert der Binomialverteilung
Seien Y1, Y2, ...,Y, die Indikatorvariablen der n unabhingigen Versuche d.h.

v — 1 falls der ¢ — te Versuch gelingt
“7 1 0 falls der i — te Versuch scheitert

Dann ist X = Y1 + -+ + Y, binomialverteilt mit Parametern (n,p), wobei p die Erfolgswahrscheinlichkeit der
Versuche ist.

Wegen der Linearitidt des Erwartungswerts gilt

EX = E(Yi+--+Ya)
= EY;+ --+EY,
= p4+...4,p = np

Wir halten fest:
X ~ bin(n,p) == EX =n-p
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5 Varianz und Korrelation

Definition 4 (Varianz, Kovarianz und Korrelation) Die Varianz einer R-wertigen Zufallsgrifie X ist
VarX = o% =E[(X —EX)?].

ox =V Var X ist die Standardabweichung.
Ist' Y eine weitere reellwertige Zufallsvariable, so ist

Cov(X,Y) =E[(X — EX) - (Y — EY)]

die Kovarianz von X und Y.

Die Korrelation von X und Y ist

Cov(X,Y
CVOT()(7 Y) = ﬁ

Die Varianz
VarX =E [(X — EX)?]

ist die durchschnittliche quadrierte Abweichung vom Mittelwert.

Die Korrelation Cov(X.Y
Cor(X,Y) = Cov(X,Y)
ox -0y
liegt immer im Intervall [—1,1]. Die Variablen X und Y sind

e positiv korreliert, wenn X und Y tendenziell entweder beide iiberdurchschnittlich groe Werte oder beide
unterdurchschnittlich grole Werte annehmen.

e negativ korreliert, wenn X und Y tendenziell auf verschiedenen Seiten ihrer Erwartungswerte liegen.

Sind X und Y unabhingig, so sind sie auch unkorreliert, d.h. Cor(X,Y) = 0.

Beispiel: Wiirfel

Varianz des Wiirfelergebnisses W:

=E[(W —3.5)"]

:(1—3.5)2~é+(2—35)2 —+...+(6—3.5)2%
175

6

= 2.91667

Beispiel: Die empirische Verteilung
Sind 1, ..., %, € R Daten und entsteht X durch rein zufilliges Ziehen aus diesen Daten (d.h. Pr(X = z) = ==,
wobei ny = [{i : x; = x}| die Anzahl der z; ist mit x; = x), so gilt:

EX:Zz-&:ixi-l:lixi:E
© - nooni4

und
n

Var X = E[(X —EX)?] = %Z(wi -7)*

Sind (z1,91),-- -, (Tn,yn) € R x R Daten und entsteht (X,Y) durch rein zufiilliges Ziehen aus diesen Daten
(d.h. Pr((X,Y) = (z,y)) = 1 Eav)=@ul g4 gilt:

n

Cov (X,Y) =E[(X ~EX)(Y ~EY)] = >~ 7 - )

14



Wieso Cov(X,Y) =E([X — EX]|[Y —EY])?

o 1 o o 1 [Y=EY]>0 *
© - o '.. - ) © - . e l. -
2 c '-T:-._ “ N D 7-'::711.””'7 77777777777777
> [X-EX]<0 , ; . T80 [X-EX]>0 > X-EX[<0 ., "% Tt.es [X-EX]>0
< S A ) < .-... ’
: : [Y-EY]<O
o T T T T T T o T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
S Cov(X,Y)=1.11 S Cov(X,Y)=-0.78
o - o o 4 [X-EXJ[Y=EY]<0 | [X-EX][Y-EY]>0
[X-EX][Y-EY]<0 ' [X-EX]*[Y-EY]>0 ) |
St : | RN
B,
. S e
AR AN
< - < - e ®e.
[X-EXF[Y-EY]>0 | [X-EX][Y-EY]<0
o T T T ‘ T T T o T T T ‘ T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
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ox = 0.95, oy = 0.92

Cov(X,Y) = —0.06
Cor(X,Y) = —0.069

ox = ]..].37 Oy = 1.2
Cov(X,Y) = —1.26
Cor(X,Y) = —0.92

ox = 1.14, oy = 0.97
Cov(X,Y) =0.78
Cor(X,Y)=0.71

et
) a-“:’"n&'&

ox = 1.03, oy = 0.32
Cov(X,Y) = 0.32
Cor(X,Y)=0.95

ox =091, oy =0.88
Cov(X,Y)=0
Cor(X,Y)=0

Wieso var und cov und nicht nur ¢ und cor? Ein Beispiel
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60
1

o Phénotyp:
> 5d(G)/sd(K)
[1] 0.4230486

40

° K<-170 + G + U

9

b

B
6 Bl & % > sd(U)/sd(K)
N Phacnotyp [1] 0.9252861

20
1

U: Umwelteinfluss

o0 > var(G) /var (K)
o g?fo °q EX { [1] 0.1789701
_— > var (U) /var (K)
o ° [1] 0.8561545

-20
|
o
o o
00
<]
o

-40
1
o
Q
e}
Fre

© > var(K)
S B B R B [1] 504.1457
-30 -10 0 10 20 30 ' T T T T ! > var(G) + var(U)

120 140 160 180 200 220 [1] 521.8536
G: genetischer Einfluss K > cov(G,U)

> sd(G) . . >[1i|7a;%G§5393ar(U) + 2xcov(G,U)
[1] 9.49879 Welcher Anteil von K ist

! ! [1] 504.1457
?jd;g)??ssz genetisch bedingt?

Rechenregeln fiir Kovarianzen
Cov(X,Y)=E[(X — EX) - (Y —EY)]

e Sind X und Y unabhéngig, so folgt Cov(X,Y) =0 (die Umkehrung gilt nicht!)
e Cov(X,Y)=Cov(Y, X)

o Cov(X,Y)=E(X-Y)—EX-EY

°

(X,
(X,
Cov(a-X,Y)=a-Cov(X,Y) = Cov(X,aY)
o Cov(X + Z,Y) = Cov(X,Y) + Cov(Z,Y)

(

e Cov(X,Z+Y)=Cov(X,Z)+ Cov(X,Y)
Die letzten drei Regeln beschreiben die Bilinearitét der Kovarianz.

Beweise an der Tafel; Wieso schon wieder Beweise? selbe Griinde wie vorhin + Anwendungsbeispiele
fiir Regeln fiir E

Rechenregeln fiir Varianzen
VarX = E[(X — EX)?]

VarX = Cov(X, X)

VarX = E(X2) — (EX)?

Var(a- X) = a? - VarX

Var(X +Y) = VarX + VarY 4+ 2- Cov(X,Y)
Var (S0 Xi) = S0, Var(X,) +2- S0, S22 Cov(Xy, X))

Sind (X,Y’) stochastisch unabhéngig, so folgt:

Var(X +Y) = VarX + VarY

(Beweise an der Tafel; ergeben sich aus den Rechenregeln fiir Kovarianzen)

17



Rechenregeln fiir die Korrelation
Cor(X,Y) = SOV

OX 0y

e —1<Cor(X,Y)<1

e Cor(X,Y) = Cor(¥, X)

)=
e Cor(X,Y)=Cov(X/ox,Y/oy)

e Cor(X,Y) = 1 genau dann wenn Y eine wachsende, affin-lineare Funktion von X ist, d.h. falls es
a>0und b e R gibt,sodassY =a- X+

e Cor(X,Y) = —1 genau dann wenn Y eine fallende, affin-lineare Funktion von X ist, d.h. falls es
a<0und be R gibt,sodassY =a- X+

Bernoulli-Verteilung
Eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable Y mit Erfolgsws p € [0, 1] hat Erwartungswert

EY =»p
und Varianz
VarY =p- (1 —p)
Beweis: Aus Pr(Y =1) = p und Pr(Y = 0) = (1 — p) folgt

EY=1-p+0-(1—p)=np.

Varianz:
Var Y = E(Y?) — (EY)”
=12 p+0*-(1—p)—p"=p-(1-p)
Binomialverteilung
Seien nun Y7, - - -, Y, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Erfolgsws p. Dann gilt

ZYi =: X ~ bin(n, p)

i=1
und es folgt:
Var X = Var (ZK) :ZVarYi:n-p-(l—p)

=1 i=1

Binomialverteilung

Satz 4 (Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung) Ist X binomialverteilt mit Parametern (n,p),
so gilt:
EX=n-p

und
Var X =n-p-(1—p)

18



Beispiel: Genetische Drift

In einer haploiden Population von n Individuen habe Allel A die Haufigkeit p. Wir gehen wieder davon
aus, dass jedes der n Individuen der néichsten Generation unabhéngig von den anderen mit W’keit p Allel
A bekommt. Die absolute Haufigkeit K von A in der néichsten Generation ist damit (n, p)-binomialverteilt.

Dann folgt fiir die relative Haufigkeit X = K/n in der nichsten Generation:
Var(X) = Var(K/n) = Var(K)/n*> =n-p- (1 —p)/n?

_p-(1—-p)

Beispiel: Genetische Drift
Betrachtet man die Anderung der Allelhdufigkeit iber m Generationen, so addieren sich die Varianzen.
Ist m eine kleine Zahl, so dass es nur um so wenige Generationen geht, dass sich p nur geringfiigig &ndert,

hat die Anderung der Genh#ufigkeit ungefihr die Varianz
cp-(1—
m - Var(x) = 721 =p)
n

(weil die Zuwéchse der einzelnen Generationen von einander unabhéngig sind) und damit die Standard-
abweichung

m_ p'(l_p)

n

Mit den Rechenregeln kénnen wir nun auch endlich beweisen:

Satz 5 Sind X1, Xa,... X, unabhingige R-wertige Zufallsgrofen mit Mittelwert 1 und Varianz o2, so gilt fiir
X=1y" X
n i=1“*?

EX =pu
und 1
Var X = 702,
n
d.h.
o

s

Insbesondere: Der Standardfehler NG ist ein Schitzer der Standardabweichung o+ des Stichprobenmittels X der
Stichprobe (X1, X2,..., Xn).
Die Stichproben-Standardabweichung s ist ein Schétzer der Standardabweichung o der Grundgesamtheit.

Beweis: Linearitédt des Erwartungswertes impliziert

n

o 1 n 1

EX = E( ;:1 X)) == > E(X)
_li _
Pl

i=1
Die Unabhéngigkeit der X; vereinfacht die Varianz zu

n

Var X = Var(% gXZ) = %Var(z XZ-)

=1

1 < 1 & 1
= E;Var(Xi) = ﬁ;aj = 50'2
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Wir kénnen nun auflerdem beweisen, dass die korrigierte Stichprobenvarianz als Schétzer fiir die
Varianz erwartungstreu (engl. unbiased) ist:

Satz 6 Sind X1, Xs,...X, unabhingige R-wertige Zufallsgrifen mit Mittelwert u und Varianz o2, so

gilt fir X = L350 X;:
1 - —\ 2
E(nlz(Xi_X) > =0’

i=1

Beweis: Zunichst machen wir klar, dass fiir ¢ # j gilt:

]EXL = EX] = EXl und ]EXZ . Xj = ]EXZ . ]EXJ = (EX1)2
also gilt

E <X1--ij> = E(X:- | Xi+> X, | | =E(Xi- X)) +E> X, X
i i
= E(X7)+) E(X;-X;) =E(X7)+ ) EXi -EX,
j#i i

= E(X{)+(n—1) -EX: EX;
= E(XD)+ (-1 (EX)’

Mit E (Xi Sy Xj) = EX?+(n—1)-(EX;)? folgt nun (Achtung: EX? heift E(X?2), nicht (EX)2):
2
1
E (Xi - Z Xj>
J
2 1
= ]E(Xf—nXi~ZXj—|—n2~ZXj-ZXk>
J

E(X; - X)*

j k
5 2 1
= EXi—nIE<X,--ZXj>+n22E<Xj~Zk:Xk>
J J 7
2
= Exte (<24 2) () - ) EX?)
n—1 n—1 5

= EX? — (EX)?) = " varx, =21
n n

Mit E (Xi — Y)2 = ”7*102 erhalten wir:

E<ni1i(XiX)2) N niliE((XiX)g)

1=1

I
3
=
D
s
\
|
e
~

Aber Achtung!
Aus der Erwartungstreue des korrgierten Schétzers fiir die Stichprobenvarianz folgt nicht, dass die
entsprechende Schitzung fiir die Standardabweichung Erwartungstreu wére. Ist o > 0, so gilt:

E nili(Xi*Y)Q < E<ni1i(X¢X)2>a

=1 i=1

20



Was Sie u.a. erklidren konnen sollten

Definitionen von E, Var, Cov, Cor fiir Zufallsvariablen

Rechenregeln fiir E, Var, Cov, Cor und wie man sie benutzt

Unterschied zwischen Korrelation und stochastischer Abhéngigkeit

E und Var (und SD) der Binomialverteilung

Wie genetische Drift von der Populationsgrofie und der Allelhdufigkeit abhéngt und wie sich das
aus den Eigenschaften der Binomialverteilung ergibt

Grundlegende Prinzipien der Beweise in diesem Abschnitt

6 Ein Anwendungsbeispiel

In

Literatur
[1] E.N. Moriyama (2003) Codon Usage Encyclopedia of the human genome, Macmillan Publishers Ltd.

werden u.a. 9497 menschliche Gene auf “Codon Bias” untersucht.

In diesen Genen wird die Aminosdure Prolin 16710 mal durch das Codon CCT und 18895 mal durch das
Codon CCC codiert.

Ist es nur vom reinen Zufall abhéngig, welches Codon verwendet wird?

Dann wire die Anzahl X der CCC binomialverteilt mit p = % und n = 16710 + 18895 = 35605.

Angenommen die Anzahl X (= 18895) der CCC ist binomialverteilt mit p = 3 und n = 16710+ 18895 =
35605.

EX =n-p=17802.5
ox =+v/n-p-(1—p)=~94.34
18895 — 17802.5 = 1092.5 ~ 11.6 - ox

Sieht das nach Zufall aus?

Die Frage ist:

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung vom Erwartungswert von mindestens ~ 11.6 - ox, wenn
alles Zufall ist?

Wir miissen also
Pr(|X —EX| > 11.60x)

berechnen.

Das Problem bei der Binomialverteilung ist: (Z) exakt zu berechnen, ist fiir groe n sehr aufwéndig. Deshalb:

Die Binomialverteilung wird oft durch andere Verteilungen approximiert.
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7 Die Normalverteilung

Die Binomialverteilung mit grofler Versuchzahl n sieht aus wie die Normalverteilung;:

0.025
|
0.025
|

0.020
1
0.020
1

0.015
1
0.015
1

0.010
1
0.010
1

dbinom(400:600, 1000, 0.5)
dbinom(400:600, 1000, 0.5)

0.005
1
0.005
1

0.000
0.000

T T T T T T T T T T
400 450 500 550 600 400 450 500 550 600

400:600 400:600

Dichte der Standardnormalverteilung

Eine Zufallsvariable Z mit der Dichte
1 2 S A

fo)=Jgz e ™ EZ =0
° Var Z =1

kurz: Z ~ N(0,1)

heiflt standardnormalverteilt.

“Gaufs-Glocke”
Ist Z N(0,1)-verteilt, so ist X = o - Z 4+ p normalverteilt mit Mittelwert p und Varianz o2, kurz:

X~ N(p,0%)

X hat dann die Dichte
1 _e=w)?

Merkregeln
Ist Z ~ N (i1,02), so gilt:

e Pr(|Z —pu| > o0) ~ 33%
o Pr(|Z —pu|>196-0)~= 5%
o Pr(|Z—p|>3-0) = 03%




0.05
|

0.00

Dichten brauchen Integrale
Sei Z eine Zufallsvariable mit Dichte f(x).

0.25

0.20
1

0.15
!

0.10

0.00

a b
Dann gilt

Pr(Z € [a,]) = /bf(x)d:r.
Frage: Wie berechnet man Pr(Z = 5)?
Antwort: Fiir jedes ¢ € R gilt Pr(Z =2) =0 (da Flédche der Breite 0)
Was wird dann aus EZ =3 sz -Pr(Z =x)?
Bei einer kontinuierlichen Zufallsvariable mit Dichtefunktion f definiert man:

EZ .= /oo z - f(z)dz

—o0

Die Normalverteilung in R
Die Normalverteilung hat in R das Kiirzel norm’.

Es gibt 4 R-Befehle:

dnorm(
rnorm
pnorm(
qnorm(

=

:  Dichte der Normalverteilung (density)

:  Ziehen einer Stichprobe (random sample)
Verteilungsfunktion der Normalverteilung (probability)
Quantilfunktion der Normalverteilung (quantile)

—

—
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Beispiel: Dichte der Standardnormalverteilung:
> plot(dnorm,from=-4,to=4)

> dnorm(0) [1] 0.3989423 > dnorm(0,mean=1,sd=2) [1] 0.1760327

Beispiel: Ziehen einer Stichprobe

Ziehen einer Stichprobe der Lénge 6 aus einer Standardnormalverteilung:
> rnorm(6) [1] -1.24777899 0.03288728 0.19222813 0.81642692 -0.62607324 -1.09273888

Ziehen einer Stichprobe der Lénge 7 aus einer Normalverteilung mit Mittelwert 5 und Standardabweichung 3:

> rnorm(7,mean=5,sd=3) [1] 2.7618897 6.3224503 10.8453280 -0.9829688 5.6143127 0.6431437 8.123570
Beispiel: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten: Sei Z ~ A (= 0,02 = 1), also standardnormalverteilt.

Pr(Z < a) berechnet man in R mit pnorm(a)

> pnorm(0.5) [1] 0.6914625

standard normal density
L

0.0

Beispiel: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten: Sei Z ~ A (u = 5,02 = 2.25).

Berechnung von Pr(Z € [3,4]):
Pr(Z € [3,4]) =Pr(Z < 4) — Pr(Z < 3)

> pnorm(4,mean=5,sd=1.5)-pnorm(3,mean=5,sd=1.5) [1] 0.1612813 Beispiel: Berechnung von Quantilen: Sei
Z ~ N (= 0,0% = 1) standardnormalverteilt. Fiir welchen Wert z gilt Pr(|Z| > z) = 5%?
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density

Wegen der Symmetrie bzgl der y-Achse gilt
Pr(|Z]| > 2) =Pr(Z < —2)+Pr(Z > 2)=2-Pr(Z < —2)

Finde also z > 0, so dass Pr(Z < —z) = 2.5%. > qnorm(0.025,mean=0,sd=1) [1] -1.959964 Antwort: z ~ 1.96,
also knapp 2 Standardabweichungen

8 Normalapproximation

Normalapproximation
Fiir grofle n und p, die nicht zu nahe bei 0 oder 1 liegen, kann man die Binomialverteilung durch die Normalver-
teilung mit dem entsprechenden Erwartungswert und der entsprechenden Varianz approximieren:

Ist X ~ bin(n,p) und Z ~N(p=n-p,0°> =n-p- (1 —p)), so gilt
Pr(X € [a,b]) = Pr(Z € [a,b])

(eine Faustregel: fiir den Hausgebrauch meist okay, wenn n-p- (1 —p) > 9)
n = 1000, p = 0.5, n-p- (1 —p) =250

0.025
1
0.025
1

0.020
1
0.020
1

0.015
1
0.015
1

0.010
1

0.010
1
dbinom(400:600, 1000, 0.5)

dbinom(400:600, 1000, 0.5)

0.005
1
0.005
1

0.000
0.000

T T T T T T T T T T
400 450 500 550 600 400 450 500 550 600

400:600 400:600

n=10,p=02,n-p-(1—p) =16
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0.20 0.25 0.30
I I I
0.20 0.25 0.30
1 1 1

0.15
I

dbinom(0:10, 10, 0.2)
dbinom(0:10, 10, 0.2)

0.00
0.00

Zentraler Grenzwertsatz

Eine etwas allgemeinere Normalapprozimation beschreibt der Zentraler Grenzwertsatz.

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass die Verteilung von Summen
unabhéngiger und identisch verteilter

Zufallsvariablen in etwa die Normalverteilung ist.

Theorem 1 (Zentraler Grenzwertsatz) Die R-wertigen Zufallsgrifen X1, Xo, ... seien unabhingig und iden-
tisch verteilt mit endlicher Varianz 0 < Var X; < co. Sei auflerdem

Zn = X1+ Xa 4+ X,

die Summe der ersten n Variablen. Dann ist die zentrierte und reskalierte Summe im Limes n — oo standard-
normalverteilt, d.h.
Zn —EZ,
JVar Z,,

bei n — oco. Formal: Es gilt fir alle —co < a < b < 0o

N(p=0,0°=1)

Z, —EZ
li P(<H<b — Pr(a< Z <b),
niﬂora—m—) Ha<Z<b)

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Anders formuliert: Fiir grofie n gilt
Zn ~N(p=EZyn, 0% = Var Z,)

Die Voraussetzungen ,,unabhingig® und ,identisch verteilt“ lassen sich noch deutlich abschwéchen.

Fiir den Hausgebrauch:

Ist Y das Resultat von vielen kleinen Beitrdgen, die grofiteils unabhéngig voneinander sind, so ist Y in etwa
normalverteilt,

d.h.
Y ~N(p=EY,0° = Var Y)
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9 Der z-Test

Zuriick zu dem Beispiel mit den Prolin-Codons im menschnlichen Genom.
CCT kommt k£ = 16710 mal vor CCC kommt n — k = 18895 mal vor

Frage: Kann das Zufall sein?
Wir meinen: Nein.

Die Skeptiker sagen: ,,Nur Zufall.“

Die Hypothese
Reiner Zufall Kein Unterschied
nennt man die Nullhypothese.
Um die Skeptiker zu iiberzeugen, miissen wir die Nullhypothese entkréiften d.h. zeigen, dass unter der
Nullhypothese die Beobachtung sehr unwahrscheinlich ist.

CCT kommt k£ = 16710 mal vor CCC kommt n — k = 18895 mal vor Unter der Nullhypothese ,,alles nur
Zufall* ist die Anzahl X der CCT bin(n, p)-verteilt mit n = 35605 und p = 0.5.

Normalapproximation: X ist ungefihr N (u, 0%)-verteilt mit
p=mn-p=17802.5 ~ 17800
und
o=+/n-p-(1—p)=9434~ 95

Frage: Ist es plausibel, dass eine GréBe X, die den Wert k = 18895 angenommen hat, ungefihr A/(17800, 95%)-

verteilt ist? k
Wenn diese Nullhypothese Hy gilt, dann folgt

Pr(X = 17800) = 0
Aber das bedeutet nichts, denn Pr(X = k) = 0 gilt fiir jeden Wert k!

Entscheidend ist die Wahrscheinlichkeit, dass X (unter Annahme der Hp) einen mindestens so extremen Wert
wie k£ annimmt:
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k

Pr(|X — p| > |k — p|) = Pr(|X — p] > 1092.5) = Pr(|X — p| > 11.6 - 0)

Wir wissen bereits:
Pr(|X —pl >3-0)~0.003 (siehe Merkregeln!)

Also muss Pr(|X — pu| > 11.6 - o) extrem klein sein.
In der Tat:
> 2 * pnorm(18895,mean=17800,sd=95,lower.tail=FALSE) [1] 9.721555e-31

Ohne Normalapproximation:
> pbinom(16710,size=35605,p=0.5) + + pbinom(18895-1,size=35605,p=0.5,lower.tail=FALSE) [1] 5.329252e-31

Wir kénnen also argumentieren, dass eine derartig starke Abweichung vom Erwartungswert nur durch einen
extremen Zufall zu erkléren ist.

Wir werden also die Nullhypothese “alles nur Zufall” verwerfen und nach alternativen Erkliarungen suchen, etwa
unterschiedliche Effizienz von CCC und CCT oder unterschiedliche Verfiigbarkeit von C und T.

Zusammenfassung z-Test

Nullhypothese Hy (mochte man meistens verwerfen): der beobachtete Wert z kommt aus einer Normalvertei-
lung mit Mittelwert 1 und bekannter Varianz o2.

p-Wert =Pr(|X — pu| > |z — pl), wobei X ~ N(u,0?), also die Wahrscheinlichkeit einer mindestens so groBen
Abweichung wie der beobachteten.

Signifikanzniveau « : oft 0.05. Wenn der p-Wert kleiner ist als «, verwerfen wir die Nullhypothese auf dem
Signifikanzniveau « und suchen nach einer alternativen Erklarung.

Grenzen des z-Tests
Der z-Test kann nur angewendet werden, wenn die Varianz der Normalverteilung bekannt ist oder zumindest
in der Nullhypothese als bekannt angenommen wird.

Das ist meistens nicht der Fall, wenn die Normalverteilung beim statistischen Testen verwendet wird.

Meistens wird die Varianz aus den Daten geschéitzt. Dann muss statt dem z-Test der berithmte

t-Test

angewendet werden.
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Was Sie u.a. erklidren konnen sollten

Wahrscheinlichkeitsdichten und was sie mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu tun haben

Wann und wie man die Binomialverteilung durch die Normalverteilung approximieren kann

Eigenschaften der Normalverteilung (i, o2, wichtige Quantile,. .. )

Ist X normalverteilt, so ist auch a - X + b normalverteilt.

Bedeutung des zentralen Grenzwertsatzes

R-Befehle fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen

z-Test, Hy, p-Wert, Signifikanzniveau «

Bitte beachten Sie auch die Auflistungen auf Seite [10] und Seite
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