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[0 Der 2-Test]

1 Deterministische und zufillige Vorginge

Was konnen wir vorhersagen:

e Freier Fall: Falldauer eines Objektes bei gegebener Fallhthe 148t sich vor-
hersagen (falls Luftwiderstand vernachléssigbar)

Deterministische Vorgéange laufen immer gleich ab. Aus Beobachtungen
lassen sich kiinftige Versuche vorhersagen.

Was konnen wir vorhersagen:

e Wiirfelwurf: Das Ergebnis eines einzelnen Wiirfelwurfes
l&sst sich nicht vorhersagen.
e Wiederholter Wiirfelwurf:

13

14

18

19

Wiirfelt man 600 mal, so wiirde man gerne darauf wetten, dass die Anzahl an Einsern zwischen 75 und 125

liegt.
Die genaue Anzahl lidsst sich wieder nicht vorhersagen.

Aber: Eine Aussage iiber die Verteilung ist moglich (die besser ist als reines Raten.)



Empirisch stellt man fest:
Bei Wiederholung eines Zufallsexperiments stabilisieren sich die relativen Hiufigkeiten der moglichen Ergebnisse.
Beispiel:
Beim Wiirfelwurf stabilisiert sich die relative Héufigkeit jeder der Zahlen {1,2,...,6} bei .
Fazit:

Das Ergebnis eines einzelnen zufilligen Vorgangs
148t sich nicht vorhersagen. Aber: Eine Aussage iiber die Verteilung ist méglich (die besser ist als reines Raten).

Abstraktionsschritt:
Verwende empirisch ermittelte Verteilung als Verteilung jedes Einzelexperiments!
Beispiel:

Wir nehmen an, daf§ bei einem einzelnen Wiirfelwurf jede der Zahlen {1,2,...,6} die Wahrscheinlichkeit % hat.

2 Zufallsvariablen und Verteilung

Als ZufallsgroBe oder Zufallsvariable bezeichnet man das (Mess-)Ergebnis eines zufilligen Vorgangs.
Der Wertebereich S (engl. state space) einer Zufallsgrofe ist die Menge aller moglichen Werte.

Die Verteilung einer Zufallsgrofie X weist jeder Menge A C S die Wahrscheinlichkeit Pr(X € A) zu, dass X
einen Wert in A annimmt.

Fiir ZufallsgréBen werden iiblicherweise Grofibuchstaben verwendet (z.B. XY, Z), fiir konkrete Werte
Kleinbuchstaben.

Mengenschreibweise
Das Ereignis, dass X einen Wert in A annimmt, kann man mit geschweiften Klammern schreiben:

{X € A}

Dies kann man interpretieren als die Menge aller Elementarereignisse, fiir die X einen Wert in A annimmt. Die
Schnittmenge
{XeAln{XeB}={XecA X eB}

ist dann das Ereignis, dass der Wert von X in A liegt und in B liegt.
Die Vereinigungsmenge
{X e A}U{X € B}

ist das Ereignis, dass der Wert von X in A liegt oder (auch) in B liegt.
Bei Wahrscheinlichkeiten 148t man die Klammern oft weg:

Pr(X € A, X eB)=Pr{X €A X € B})



Beispiel: Wiirfelwurf W = Augenzahl des nichsten Wurfelwurfs.

S={1,2,...,6} Pr(W=1)=---=Pr(W =6) = ¢ (Pr(W =x) = ¢ fiir alle v € {1,...,6} ) Die Verteilung
erhélt man aus einer Symmetrieiiberlegung oder aus einer langen Wiirfelreihe.

Beispiel: Geschlecht X bei Neugeborenen.

S = {,,ménnlich“, weiblich“} Die Verteilung erhiilt man aus einer langen Beobachtungsreihe.

Beispiel: Korpergrofienverteilung in Deutschland.

Die Verteilung erhélt man aus einer langen Messreihe.

Rechenregeln:
Beispiel Wiirfelwurf W:
2 1 1
P 2 =2 =-4=
r(Wef23h)=c=¢+g
=Pr(W =2) + Pr(W =3)
4 2 2
Pr(W e {1,2} U{3,4}) = i 6 + 5
=Pr(W € {1,2}) + Pr(W € {3,4})
Vorsicht:
2 2 4
Pr(W € {2,3}) + Pr(W € {3,4}) = 5T5 6

£ Pr(W € {2,3,4}) = g

Beispiel zweifacher Wiirfelwurf (Wi, W2): Sei W1 (bzw W2) die Augenzahl des ersten (bzw zweiten) Wiirfels.
PI‘(W1 S {4},W2 S {2,3,4})
= Pr((Wh,W2) € {(4,2),(4,3),(4,4)})
_3_13
36 6 6
=Pr(W; € {4}) - Pr(W> € {2,3,4})
Allgemein:
PI‘(Wl S A, Wy € B) = PI‘(Wl S A) . PI‘(WQ S B)

fiir alle Mengen A, B C {1,2,...,6}

Sei S die Summe der Augenzahlen, d.h. S = W; + W>. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafl S = 5 ist, wenn der
erste Wiirfel die Augenzahl Wi = 2 zeigt?

Pr(S = 5|W; = 2) = Pr(Ws = 3)
1 _ 1/36 _ Pr(S=5W;=2)

6~ 1/6 Pr(W;=2)
Was ist die Ws von S € {4,5} unter der Bedingung Wy = 1?7
Pr(S € {4,5}|W1 =1)
= Pr(Ws € {3,4})
2 2/36 Pr(Ws € {3,4},W; = 1)

6 1/6 Pr(W; = 1)
_ Pr(Se{4,5,, Wi =1)
- PI‘(W1 = ].)



Rechenregeln:
Seien X, Y Zufallsgroflen mit Wertebereich S.

0 <Pr(X € A) <1 fiir jede Teilmenge A C S
e Pr(Xes8)=1
e Sind A, B C S disjunkt, d.h. AN B =0,

Pr(X €e AUB) =Pr(X € A)+Pr(X € B)
e Allgemein gilt die Einschluss-Ausschluss-Formel

Pr( X € AUB)=Pr(X € A)+Pr(X € B) - Pr(X € AnB)

e Bayes-Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit: Ws des Ereignisses {Y € B} unter der Bedingung {X €
A}
Pr(Y € B,X € A)

Pr(YeB|Xe€A):= Pr(X € A)

»bedingte Ws von {Y € B} gegeben {X € A}“

Beachte:
Pr(Xe€A, YeB)=Pr(Xe€A) -Pr(YeB|XecA

Wir wollen
Pr(X €A, YeB)=Pr(Xe€A) -Pr(YeB|XecA

in Worten ausdriicken:
Die Ws des Ereignisses {X € A, Y € B} lifit sich in zwei Schritten berechnen:
e Zunichst muss das Ereignis {X € A} eintreten.

e Die Ws hiervon wird multipliziert mit der Ws von {Y € B}, wenn man schon wei}, dafl {X € A} eintritt.

Stochastische Unabhingigkeit

Definition 1 (stochastische Unabhingigkeit) Zwei Zufallsgréfen X undY heifien (stochastisch) unabhdngig,
wenn fiir alle Ereignisse {X € A}, {Y € B} gilt

Pr(X € A,Y € B)=Pr(X € A)-Pr(Y € B)

Beispiel:
o Werfen zweier Wiirfel: X = Augenzahl Wiirfel 1, Y = Augenzahl Wiirfel 2.

=Pr(X =2) - Pr(Y =5)

Stochastische Unabhingigkeit
In der Praxis wendet man hiufig Resultate an, die Unabhéngigkeit einer Stichprobe voraussetzen.

Beispiele:

e Fiir eine Studie wird eine zufillige Person in Miinchen und eine zufillige Person in Hamburg befragt. Die
Antworten diirfen als unabhingig voneinander angenommen werden.

e Befragt man zwei Schwestern oder nahe verwandte (getrennt voneinander), so werden die Antworten nicht
unabhéngig voneinander sein.



3 Die Binomialverteilung
Bernoulli-Verteilung

Als Bernoulli-Experiment bezeichnet man jeden zufélligen Vorgang mit exakt zwei moglichen Werten.
Diese werden iiblicherweise mit 1 und 0 bezeichnet ,

beziehungsweise als "Erfolg’ und ’Misserfolg’.

Bernoulli-ZufallsgréBe X: Zustandsraum S = {0, 1}. Verteilung:
Pr(X=1)=p
Pr(X=0)=1-p

Der Parameter p € [0, 1] heifit Erfolgswahrscheinlichkeit.

Bernoulli-Verteilung
Beispiele:

e Miinzwurf: mogliche Werte sind ,,Kopf“ und ,,Zahl*.

e Hat die gesampelte Drosophila eine Mutation, die weile Augen verursacht? Mogliche Antworten sind ,,Ja“
und ,,Nein*“.

e Das Geschlecht einer Person hat die méglichen Werte ,,ménnlich“ und ,,weiblich*.

Angenommen, ein Bernoulli-Experiment (z.B. Miinzwurf zeigt Kopf) mit Erfolgsws p, wird n mal unabhdingig
wiederholt.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass es...

1. ...immer gelingt?

2. ...immer scheitert?
(1=p)-(1=p)---(1-p)=(1-p)"
3. ...erst k£ mal gelingt und dann n — k mal scheitert?

Pt (1—p)*

4. ...insgesamt k mal gelingt und n — k mal scheitert?

n k n—k
pf (1 —
< /c) p D)
Erlduterung

(Z) = #Lk)' ist die Anzahl der Moglichkeiten, die k Erfolge in die n Versuche einzusortieren.

Binomialverteilung
Sei X die Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit von jeweils p. Dann
gilt fiir k € {0,1,...,n}

Pr(X = k) = (’;)p’“ —p

und X heifit binomialverteilt, kurz:
X ~ bin(n,p).



probabilities of bin(n=10,p=0.2) probabilities of bin(n=100,p=0.2)
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4 Erwartungswert

Beispiel: In einer Klasse mit 30 Schiilern gab es in der letzten Klausur 3x Note 1, 6x Note 2, 8x Note 3, 7x Note
4, 4x Note 5 und 2x Note 6.
Die Durchschnittsnote war

1
4—(1+1+1—%2+3”+2—+3+“.+3
30 —— ~—

6 mal 8 mal

44 .44 + 5454545 + 6+6) ~lgg_33
—— 30

7 mal
Mit relativen Haufigkeiten:

10349843 8 40 T 246 2

30 30 30 30 30 30 =3

Merke: Der Durchschnittswert ist die Summe {iber alle moglichen Werte gewichtet mit den relativen Haufigkeiten
Synonym zu Durchschnittswert ist das Wort

Definition 2 (Erwartungswert) Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem oder abzihlbarem Wertebereich S =
{z1,22,23...} CR. Dann ist der Erwartungswert von X definiert durch

EX =Y z-Pr(X =u)
zeS

Man schreibt auch pux statt EX.

Ersetzt man in der Definition die Wahrscheinlichkeit durch relative Haufigkeiten, so erhélt man die bekannte

Formel
Summe der Werte

Anzahl der Werte °
Sei k, die Héufigkeit des Wertes x in einer Gesamtheit der Grofle n, so schreibt sich der Erwartungswert als

Erwartungswert =

ke >t ks __ Summe der Werte
EX = ; I n "~ Anzahl der Werte '

Definition 3 (Erwartungswert) Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem oder abzihlbarem Wertebereich S =
{z1,22,23...} CR. Dann ist der Erwartungswert von X definiert durch

EX =Y z-Pr(X =u)
rz€eS



Beispiele:
e Sei X Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]. Dann gilt
EX=1-Pr(X=1)40-Pr(X=0)=Pr(X=1)=p
e Sei W die Augenzahl bei einem Wiirfelwurf. Dann gilt
EW=1-Pr(W=1)4+2-Pr(W=2)4...4+6-Pr(IWW = 6)
=1-2+2-¢+...+6-2 =211 =35

Definition 4 (Erwartungswert) Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem oder abzihlbarem Wertebereich S.
Sei f: S — R eine Funktion. Dann ist der Erwartungswert von f(X) definiert durch

E[f(X)] =Y f(a) - Pr(X =x)

reS

Beispiel: Sei W die Augenzahl bei einem Wiirfelwurf. Dann gilt
EW?] =1°-Pr(W =1) +2° - Pr(W = 2) +... +6° - Pr(W = 6)
2 2 2
=17 142214 .. +6"-1=01-1

Rechnen mit Erwartungswerten

Satz 1 (Linearitét des Erwartungswerts) Sind X und Y Zufallsvariablen mit Werten in R und ist a € R,
so gilt:

e E(a-X)=a -EX

e E(X+Y)=EX+EY
Satz 2 (Nur fiir Unabhingige!) Sind X und Y stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen mit Werten in
R, so gilt

e E(X -Y)=EX EY.
Im allgemeinen gilt E(X -Y) # EX - EY. Beispiel:

EW-W)= % =15.167 > 12.25 =3.5-3.5 =EW - EW

Beweis der Linearitét: Sei S der Zustandsraum von X und Y und seien a,b € R.

E(a- X +0b-Y)
:ZZ(a-x—l—b-y)Pr(X:x,Y:y)
zeES yeS
:a-ZZxPr(X:x,Y:y)+b~ZZyPr(X:w,Y:y)
zeSyeS zeS yeS
:a-ZmZPr(X:x,Y:y)+b~ZyZPr(X:x,Y:y)
zeS yeS yeS zES
:a-ZxPr(X:x)er-ZyPr(Y:y)
zeS yeES

=a -E(X)+b-EY)

Beweis der Produktformel: Sei S der Zustandsraum von X und Y und seien X und Y (stochastisch) unabhiingig.

E(X -Y)

=Y > (@ yPr(X=2Y =y)
rES YyeS

= Z Z(m ~y) Pr(X =) Pr(Y =y)
zeS yeS

= ZxPr(X:w)'ZyPT(Y—y)
z€S YEeS

=EX - -EY-



Erwartungswert der Binomialverteilung
Seien Y1, Y5, ..., Y, die Indikatorvariablen der n unabhéngigen Versuche d.h.

v — 1 falls der i — te Versuch gelingt
“7 1 0 falls der i — te Versuch scheitert

Dann ist X = Y1 + -+ + Y, binomialverteilt mit Parametern (n,p), wobei p die Erfolgswahrscheinlichkeit der
Versuche ist.

Wegen der Linearitdt des Erwartungswerts gilt

EX

E(Y1+ -+ Yn)
= EYi+-- - +EY,
= pt+-+p =np

Wir halten fest:
X ~bin(n,p) == EX =n-p

5 Varianz und Korrelation

Definition 5 (Varianz, Kovarianz und Korrelation) Die Varianz einer R-wertigen Zufallsgrifie X ist
VarX = 0% =E[(X —EX)?].

ox =V Var X ist die Standardabweichung.
Ist Y eine weitere reellwertige Zufallsvariable, so ist

Cov(X,Y) =E[(X — EX) - (Y — EY)]

die Kovarianz von X und Y .
Die Korrelation von X und Y ist ConlX.Y
Cor(x,y) = COUXY)

ox 0y

Die Varianz
VarX =E [(X — EX)?]
ist die durchschnittliche quadrierte Abweichung vom Mittelwert.

Die Korrelation

Cov(X,Y)
Ox - Oy

liegt immer im Intervall [—1,1]. Die Variablen X und Y sind

Cor(X,Y) =

e positiv korreliert, wenn X und Y tendenziell entweder beide iiberdurchschnittlich groe Werte oder beide
unterdurchschnittlich grole Werte annehmen.

e negativ korreliert, wenn X und Y tendenziell auf verschiedenen Seiten ihrer Erwartungswerte liegen.

Sind X und Y unabhiingig, so sind sie auch unkorreliert, d.h. Cor(X,Y’) = 0.

Beispiel: Wiirfel
Varianz des Wiirfelergebnisses W:

Var(W) = E[(W — EW)?]

=E[(W -3.5)"]

:(173.5)2~1+(2735)2~1+...+(673.5)2~1
6 6 6

175

T 6

= 2.91667



Beispiel: Die empirische Verteilung

Sind z1,...,z» € R Daten und entsteht X durch rein zufélliges Ziehen aus diesen Daten (d.h. Pr(X = ;) =
1 .
=), so gilt:

EX = ixiPr(X =x;) = %ixz =z
i—1 i=1

und
n

1
X =E[(X —EX)*] == i —T)?
Var [( )] - ;(JJ T)
Sind (z1,91), ..., (®n,yn) € R x R Daten und entsteht (X,Y") durch rein zufilliges Ziehen aus diesen Daten
(dh. Pr((X,Y) = (zi,y:)) = ), so gilt:

n

1

Cov (X,Y) =E[(X —EX)(Y —EY)] = . Z(“’i —7)(yi — )
i=1
Wieso Cov(X,Y) =E([X — EX]|[Y —EY])?
o - o o - [Y-EY]>0" .
N St : |
LIRS '.T.-: o . .
> [X-EX]<0 , ; "% Taees [X-EX]>0 >
: | - [Y-EY]<0
o T T T T T T o T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X



S - Cov(X,Y)= 1.11
[X-EX[Y-EY]<0 ! [X-EXP[Y-EY]>0
I l‘ ! .
o T T T T
0 2 4 6
X

ox =0.95, oy =0.92
Cov(X,Y) =—-0.06
Cor(X,Y) = —0.069

10

10

S Cov(X,Y)=-0.78
o | [X-EXJ[Y-EY]<0 | [X-EXJ[Y-EY]>0
>
o T T T T T
0 2 4 6 8
X

ox = ]..].4, Oy = 0.78
Cov(X,Y) =0.78
Cor(X,Y)=0.71

10




ox = ]..].37 Oy = 1.2
Cov(X,Y) = —1.26
Cor(X,Y) = —0.92

Rechenregeln fiir Varianzen
VarX = E[(X — EX)?]

VarX = Cov(X, X)
VarX = E(X?) - (EX)?
Var(a- X) = a? - VarX

Var(X +Y) = VarX + VarY + 2 - Cov(X,Y)
Var (3501, X) = 0, Var(Xa) +2- 355, S0 Cov(Xs, X))

Sind (X,Y") stochastisch unabhingig, so folgt:

et
) .v-l‘:”'n&'&

ox = 1.03, oy = 0.32
Cov(X,Y) = 0.32
Cor(X,Y)=0.95

ox =091, oy =0.88
Cov(X,Y)=0
Cor(X,Y)=0

Var(X +Y) = VarX + VarY

11




Rechenregeln fiir Kovarianzen
Cov(X,Y)=E[(X — EX)- (Y —EY)]

e Sind X und Y unabhéngig, so folgt Cov(X,Y) =0 (die Umkehrung gilt nicht!)
e Cov(X,Y)=Cov(Y, X)

Y)=E(X-Y)-EX -EY

° ov

(X,
(X,
e Cov(a-X,Y)=a -Cov(X,Y)=Cov(X,a-Y)
e Cov(X 4+ Z,Y) = Cov(X,Y) + Cov(Z,Y)

(

e Cov(X,Z+Y)=Cov(X,Z)+ Cov(X,Y)

Die letzten drei Regeln beschreiben die Bilinearitdt der Kovarianz.

Rechenregeln fiir die Korrelation
Cor(X,Y) = Cov(x.v)

00X 0y

e —1<Cor(X,Y)<1

e Cor(X,Y) = Cor(Y, X)
e Cor(X,Y)=Cov(X/ox,Y/oy)

e Cor(X,Y) = 1 genau dann wenn Y eine wachsende, affin-lineare Funktion von X ist, d.h. falls es
a>0und be R gibt,sodassY =a-X +b

e Cor(X,Y) = —1 genau dann wenn Y eine fallende, affin-lineare Funktion von X ist, d.h. falls es
a<0und beRgibt,sodassY =a-X +b

Mit diesen Rechenregeln kénnen wir nun endlich beweisen:

Satz 3 Sind X1, Xo, ... X, unabhingige R-wertige Zufallsgréfen mit Mittelwert (v und Varianz o2, so gilt fiir

:122 1 Xi:

EX =pu
und
Var X = ~o2,
d.h.
o
Insbesondere: Der Standardfehler —= ist ein Schitzer der Standardabweichung o+ des Stichprobenmittels X der

NG
Stichprobe (X1, Xa,..., Xn).

Die Stichproben-Standardabweichung s ist ein Schétzer der Standardabweichung o der Grundgesamtheit.

12



Beweis: Linearitdt des Erwartungswertes impliziert
X =p(3x) =13 m(x)
[t nia
1 n
e
n -
i=1

Die Unabhéngigkeit der X; vereinfacht die Varianz zu

n

- 1< 1
Var X = Var(E Z;Xz) = EVM(Z Xi)

i=1

1 & 1T~ o5 1,

Bernoulli-Verteilung
Eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable Y mit Erfolgsws p € [0, 1] hat Erwartungswert

EY =p

und Varianz
VarY =p-(1—p)

Beweis: Aus Pr(Y =1) = p und Pr(Y =0) = (1 — p) folgt

EY =1-p+0-(1—p)=np.

Varianz:
Var Y = E(Y?) - (EY)?
=12 p+0*-(1-p)—p°=p-(1-p)
Binomialverteilung
Seien nun Y7, - -, Y, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Erfolgsws p. Dann gilt

ZYZ- =: X ~ bin(n, p)

=1

und es folgt:
Var X = Var (ZYZ) :ZVarYi:rrp»(lfp)
i=1 i=1
Binomialverteilung
Satz 4 (Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung) Ist X binomialverteilt mit Parametern (n,p),

so gilt:
EX=n-p

und
Var X =n-p-(1—p)

6 Ein Anwendungsbeispiel

In

13
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werden u.a. 9497 menschliche Gene auf “Codon Bias” untersucht.

In diesen Genen wird die Aminoséure Prolin 16710 mal durch das Codon CCT und 18895 mal durch das
Codon CCC codiert.

Ist es nur vom reinen Zufall abhéngig, welches Codon verwendet wird?

Dann wére die Anzahl X der CCC binomialverteilt mit p = % und n = 16710 + 18895 = 35605.

Angenommen die Anzahl X (= 18895) der CCC ist binomialverteilt mit p = § und n = 16710 + 18895 =
35605.

EX =n-p=17802.5
ox =+/n-p-(1—p)~94.34
18895 — 17802.5 = 1092.5 =~ 11.6 - ox

Sieht das nach Zufall aus?

Die Frage ist:

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung vom Erwartungswert von mindestens ~ 11.6 - ox, wenn
alles Zufall ist?

Wir miissen also
Pr(|X —EX| > 11.60x)
berechnen.

n

k) exakt zu berechnen, ist fiir grofle n sehr aufwindig. Deshalb:

Das Problem bei der Binomialverteilung ist: (

Die Binomialverteilung wird oft durch andere Verteilungen approximiert.

7 Die Normalverteilung

Die Binomialverteilung mit grofler Versuchzahl n sieht aus wie die Normalverteilung:

Q <Q
S S
3 3
o § o §
(<= (<=
S S
S S
= 3 | — 3
[= N [= N
S S
S g s g
D S = S
1S 1]
<] S
s 8 S 8
S S 7| S 3 |
s s
8 8
S S
< T T T T T < T T T T T
400 450 500 550 600 400 450 500 550 600
400:600 400:600
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Dichte der Standardnormalverteilung
Eine Zufallsvariable Z mit der Dichte

1 _x2
xr) = —-¢€ 2
@)= =
7 “Gauf-Glocke”
] kurz: Z ~ N(0,1)
] EZ =0

Var Z =1

00

heif3t

standardnormalverteilt.
Ist Z N(0,1)-verteilt, so ist X = o - Z + u normalverteilt mit Mittelwert p und Varianz o2, kurz:

X ~ N (0%

X hat dann die Dichte
1 _e=w?

Merkregeln
Ist Z ~ N (u1,02), so gilt:

e Pr(|Z — p| > o) ~ 33%
o Pr(|Z —pu|>19-0)~ 5%
e Pr(|Z—p| >3 0) ~ 0.3%

0.10
|

0.05
|

0.00

Dichten brauchen Integrale
Sei Z eine Zufallsvariable mit Dichte f(z).

15
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1
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Dann gilt
Pr(Z € [a,]) = /bf(x)dx.
Frage: Wie berechnet man Pr(Z = 5)?
Antwort: Fiir jedes z € R gilt Pr(Z =) =0 (da Fliche der Breite 0)
Was wird dann aus EZ =3 sz -Pr(Z =x)?
Bei einer kontinuierlichen Zufallsvariable mit Dichtefunktion f definiert man:

EZ .= /oo z - f(z)dz

—o0

Die Normalverteilung in R
Die Normalverteilung hat in R das Kiirzel norm’.

Es gibt 4 R-Befehle:
dnorm():  Dichte der Normalverteilung (density)

rnorm():  Ziehen einer Stichprobe (random sample)
pnorm():  Verteilungsfunktion der Normalverteilung (probability)
qnorm():  Quantilfunktion der Normalverteilung (quantile)

Beispiel: Dichte der Standardnormalverteilung:
> plot(dnorm, from=-4,to=4)

> dnorm(0) [1] 0.3989423 > dnorm(0,mean=1,sd=2) [1] 0.1760327

16



Beispiel: Ziehen einer Stichprobe

Ziehen einer Stichprobe der Lénge 6 aus einer Standardnormalverteilung:
> rnorm(6) [1] -1.24777899 0.03288728 0.19222813 0.81642692 -0.62607324 -1.09273888

Ziehen einer Stichprobe der Lénge 7 aus einer Normalverteilung mit Mittelwert 5 und Standardabweichung 3:

> rnorm(7,mean=5,sd=3) [1] 2.7618897 6.3224503 10.8453280 -0.9829688 5.6143127 0.6431437 8.123570
Beispiel: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten: Sei Z ~ A (= 0,02 = 1), also standardnormalverteilt.

Pr(Z < a) berechnet man in R mit pnorm(a)

> pnorm(0.5) [1] 0.6914625

0.3 0.4

2

standard normal density
0.
I

0.1

0.0

Beispiel: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten: Sei Z ~ N (u = 5, 0% = 2.25).
Berechnung von Pr(Z € [3,4]):
Pr(Z € [3,4]) =Pr(Z < 4) — Pr(Z < 3)

> pnorm(4,mean=5,sd=1.5)-pnorm(3,mean=5,sd=1.5) [1] 0.1612813 Beispiel: Berechnung von Quantilen: Sei
Z ~ N (= 0,0% = 1) standardnormalverteilt. Fiir welchen Wert z gilt Pr(|Z| > z) = 5%?

density
0

Wegen der Symmetrie bzgl der y-Achse gilt
Pr(|Z]| > 2) =Pr(Z < —2) +Pr(Z > 2) =2-Pr(Z < —=z)

Finde also z > 0, so dass Pr(Z < —z) = 2.5%. > qnorm(0.025,mean=0,sd=1) [1] -1.959964 Antwort: z ~ 1.96,
also knapp 2 Standardabweichungen
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8 Normalapproximation

Normalapproximation
Fiir grofle n und p, die nicht zu nahe bei 0 oder 1 liegen, kann man die Binomialverteilung durch die Normalver-
teilung mit dem entsprechenden Erwartungswert und der entsprechenden Varianz approximieren:

Ist X ~ bin(n,p) und Z ~N(u=n-p,0°> =n-p- (1 —p)), so gilt
Pr(X € [a,b]) = Pr(Z € [a,b])

(eine Faustregel: fiir den Hausgebrauch meist okay, wenn n-p- (1 —p) > 9)
n = 1000, p = 0.5, n-p- (1 —p) =250

0.025
1
0.025
1

0.020
1
0.020
1

0.015
1
0.015
1

0.010
1
0.010
1

dbinom(400:600, 1000, 0.5)
dbinom(400:600, 1000, 0.5)

0.005
1
0.005
1

0.000
0.000

T T T T T T T T T T
400 450 500 550 600 400 450 500 550 600

400:600 400:600

n=10,p=02,n-p-(1—p) =16

0.15
I
0.15
1

dbinom(0:10, 10, 0.2)
dbinom(0:10, 10, 0.2)

0.10
I
0.10
1

0.00
0.00

Zentraler Grenzwertsatz

Ein anderer Ausdruck fiir Normalapproximation ist Zentraler Grenzwertsatz.

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass die Verteilung von Summen
unabhéngiger und identisch verteilter

Zufallsvariablen in etwa die Normalverteilung ist.

18
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Theorem 1 (Zentraler Grenzwertsatz) Die R-wertigen Zufallsgréfen X1, Xa, ... seien unabhdngig und iden-
tisch verteilt mit endlicher Varianz 0 < Var X; < co. Sei auflerdem

Zn =X1+Xo+ -+ X,

die Summe der ersten n Variablen. Dann ist die zentrierte und reskalierte Summe im Limes n — oo standard-

normalverteilt, d.h.
Zn —EZ,

———— ~ N = 0,02 =1
v Var Z, (1 )
bei n — oco. Formal: Es gilt fir alle —oo < a < b < 0o
Zn —EZ,
i < —— < = < <
nan;OPr (a_ Ve 7. _b) Pr(a < Z <b),

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Anders formuliert: Fiir grofle n gilt
Zn ~N(p=EZy, 0% = Var Z,)

Die Voraussetzungen ,,unabhingig® und ,identisch verteilt“ lassen sich noch deutlich abschwéchen.

Fiir den Hausgebrauch:

Ist Y das Resultat von vielen kleinen Beitrdgen, die grofiteils unabhingig voneinander sind, so ist Y in etwa
normalverteilt,

d.h.
Y ~N(u=EY,0° = Var Y)

9 Der z-Test

Zuriick zu dem beispiel mit den Prolin-Codons in der menschlichen mtDNA.
CCT kommt k£ = 16710 mal vor CCC kommt n — k = 18895 mal vor

Frage: Kann dies Zufall sein?
Wir meinen: Nein.

Die Skeptiker sagen: ,,Nur Zufall.“

Die Hypothese
Reiner Zufall Kein Unterschied
nennt man die Nullhypothese.
Um die Skeptiker zu iiberzeugen, miissen wir die Nullhypothese entkriften d.h. zeigen, dass unter der
Nullhypothese die Beobachtung sehr unwahrscheinlich ist.

CCT kommt k = 16710 mal vor CCC kommt n — k = 18895 mal vor Unter der Nullhypothese , alles nur
Zufall* ist die Anzahl X der CCT bin(n, p)-verteilt mit n = 35605 und p = 0.5.

Normalapproximation: X ist ungefihr A (p, 02)—verteilt mit
pw=mn-p=17802.5 ~ 17800

und

oc=+/n-p-(1—p)=9434~ 95
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Frage: Ist es plausibel, dass eine GréBe X, die den Wert k = 18895 angenommen hat, ungefihr A/(17800, 95%)-

verteilt ist? k
Wenn diese Nullhypothese Hy gilt, dann folgt

Pr(X = 17800) = 0
Aber das bedeutet nichts, denn Pr(X = k) = 0 gilt fiir jeden Wert k!

Entscheidend ist die Wahrscheinlichkeit, dass X (unter Annahme der Hp) einen mindestens so extremen Wert
wie k£ annimmt:

k
Pr(|X —p| > |k — p|) = Pr(|X — p] > 1092.5) = Pr(|X — p| > 11.6 - 0)

Wir wissen bereits:
Pr(|X —p| > 3-0) ~0.003 (siehe Merkregeln!)

Also muss Pr(|X — pu| > 11.6 - 0) extrem klein sein.
In der Tat:
> 2 * pnorm(18895,mean=17800,sd=95,lower.tail=FALSE) [1] 9.721555e-31

Ohne Normalapproximation:
> pbinom(16710,size=35605,p=0.5) + + pbinom(18895-1,size=35605,p=0.5,lower.tail=FALSE) [1] 5.329252e-31

Wir kénnen also argumentieren, dass eine derartig starke Abweichung vom Erwartungswert nur durch einen
extremen Zufall zu erkléren ist.

Wir werden also die Nullhypothese “alles nur Zufall” verwerfen und nach alternativen Erkldrungen suchen, etwa
unterschiedliche Effizienz von CCC und CCT oder unterschiedliche Verfiigbarkeit von C und T.

Zusammenfassung z-Test

Nullhypothese Hy (méchte man meistens verwerfen): der beobachtete Wert © kommt aus einer Normalvertei-

lung mit Mittelwert y und bekannter Varianz o>.

p-Wert =Pr(|X — pu| > |z — u|), wobei X ~ N(u,0?), also die Wahrscheinlichkeit einer mindestens so grofien
Abweichung wie der beobachteten.

Signifikanzniveau « : oft 0.05. Wenn der p-Wert kleiner ist als «, verwerfen wir die Nullhypothese auf dem
Signifikanzniveau a und suchen nach einer alternativen Erklérung.
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Grenzen des z-Tests
Der z-Test kann nur angewendet werden, wenn die Varianz der Normalverteilung bekannt ist oder zumindest

in der Nullhypothese als bekannt angenommen wird.

Das ist meistens nicht der Fall, wenn die Normalverteilung beim statistischen Testen verwendet wird.

Meistens wird die Varianz aus den Daten geschétzt. Dann muss statt dem z-Test der berithmte

t-Test

angewendet werden.

21



	Deterministische und zufällige Vorgänge
	Zufallsvariablen und Verteilung
	Die Binomialverteilung
	Erwartungswert
	Varianz und Korrelation
	Ein Anwendungsbeispiel
	Die Normalverteilung
	Normalapproximation
	Der z-Test

